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$\mathrm{n}$ modal operator $\mathrm{K}_{1},$ $\cdots$ ,Kn n-modal logic
(m)








$>|\mathrm{g}\in \mathrm{W}(\mathrm{m})(\mathrm{k}),$ $\mathrm{U}1,$ $\cdots$ , Un $\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}\}$
$(\mathrm{k}=0,1,2, \cdots)\lrcorner$
mul $\mathrm{t}$ i-modal un i-modal





(m) WA $(\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})})$ $(\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f})$
$\mathrm{L}$ L( ($*\rangle$ (m) WLO $(-)=\mathrm{W}(\mathrm{m})(0)$ , (m) $\mathrm{W}_{\mathrm{A}\cdot \mathrm{L}0}=\mathrm{t}\mathrm{m}$ ) WA
LO $\vdash$ A $\Leftrightarrow$ $\mathrm{t}\mathrm{m}$ ) $\eta_{\mathrm{A}}=^{\mathrm{t})}\mathrm{w}^{()}\mathrm{m}0$
Proposition
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(1) A setwise-expansion(m)WA
$(\underline{\mathrm{N}1})$ : $\mathrm{L}$ A $\equiv*(\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{A}}$
(2) (m) $\mathrm{W}\langle \mathrm{k}$ ) $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}$ mean $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ ( $\mathrm{W}(\mathrm{k})$ ) $\mathrm{L}$
:




( ) “ logical meaning $*$ ” :
$\langle$ 1) $\mathrm{U}=\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{l},$ $\cdots,\mathrm{r}\mathrm{r}$ } $(\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{w}^{(\mathrm{k}}))$ $*\mathrm{U}\equiv \mathrm{r}*\mathrm{l}\mathrm{v}\cdots\vee*\mathrm{f}\mathrm{r}$
(2) $\langle *\mathrm{f}=\rangle*<\mathrm{g}$ , $\mathrm{K}[\mathrm{U}]>\equiv*\mathrm{g}\wedge*\mathrm{K}[\mathrm{U}]$
$\langle$3) $*\mathrm{K}[\mathrm{U}]$ $\equiv \mathrm{K}(^{*}\mathrm{U})\wedge$ $\wedge$ $\neg \mathrm{K}\langle^{*}\mathrm{X}\rangle$
$\mathrm{u}$ X $($.$)$ W\alpha )
$(\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f})$
(m) WA : A set-wise expansion ( $\mathrm{L}$ )
1) (m) $\mathrm{w}_{\mathrm{p}_{\mathrm{j}}=}\{\mathrm{p}1\delta 1_{\wedge\cdots\Lambda \mathrm{P}\mathrm{j}1}-\delta$ j-l $\mathrm{p}_{\mathrm{j}+1}\delta \mathrm{j}+1_{\wedge}\ldots\wedge \mathrm{p}_{\mathrm{m}}\delta \mathrm{m}$ $|\delta 1,$
$\cdots,$ $\delta \mathrm{j}-1,$ $\delta \mathrm{J}+1,$
$\cdots$
$\ldots,$ $\delta \mathrm{m}\in\{0,1\}\}$
2) $(\mathrm{m})\mathrm{W}\mathrm{B}\wedge \mathrm{C}=$ $\langle \mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{B}}<\mathrm{k}>\cap (\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{C}}<\mathrm{k}\succ , \mathrm{k}=\max(\deg(\mathrm{B}),\deg(\mathrm{C})\rangle$
3) $( \mathrm{m}\}\mathrm{W}_{\mathrm{B}^{\backslash }}\sqrt \mathrm{c}= (\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{B}}<\mathrm{k}>\cup. (\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{C}}<\mathrm{k}\succ .’ \mathrm{k}=\max\langle\deg(\mathrm{B}),\deg(\mathrm{C}))$
$4\rangle$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}_{\neg \mathrm{B}}=$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}<\mathrm{k}\succ-$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{B}}$ , $\mathrm{k}=\deg(\mathrm{B})$
5) (m) $\mathrm{W}_{\mathrm{B}\supset}\mathrm{c}=(^{(\mathrm{m}\rangle}\eta^{<}\mathrm{k}>-(\mathrm{m})\mathrm{W}\mathrm{B}^{<})\mathrm{k}>\mathrm{U}(\mathrm{m})\mathrm{w}_{\mathrm{c}}<\mathrm{k}\succ$ , $\mathrm{k}=\max\langle\deg\langle \mathrm{B}),\deg(\mathrm{C}))$




. $\mathrm{U}’$ $=\dagger<\mathrm{g}.\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ’ $\mathrm{K}[\mathrm{X}]>$ $|$ $\mathrm{g}\in \mathrm{U}$, $\mathrm{X}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(}1)\}$ .
[ ] : $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{D}\mathrm{O}\mathrm{S}$ ition $\langle \mathrm{m})\underline{\mathrm{W}*\mathrm{u}=\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{u}\subseteq \mathrm{t}\mathrm{m})\mathrm{w}(\mathrm{k})})(\underline{.\mathrm{X}.\cdot}\rangle$
O $\mathrm{L}$ $(\#)$ $\langle$ $\mathrm{m})\mathrm{w}_{\mathrm{L}}(\mathrm{k})\langle \mathrm{k}=0,1,2$ , $\cdot$ .. : $\mathrm{m}=0,1,2,$ $\cdots$ ) $\text{ }\mathrm{r}_{\underline{\mathrm{L}}}$
(set-wize expression1ike )
$\mathrm{O}$ L $\underline{\mathrm{K}}$ $()^{1})7$ normal ) , $\underline{\mathrm{S}4}$ . characterize
(m)
$\mathrm{W}_{\mathrm{K}}\mathrm{t}\mathrm{k}),$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}\mathrm{s}4(\mathrm{k}),$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{s}}5(\mathrm{k}$ }
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normal K [ : $\mathrm{K}\langle\psi\supset\phi$ ) $\supset(\mathrm{K}(\psi)\supset \mathrm{K}(\emptyset))$ \leftrightarrow “jn-l : mm. $\mathrm{P}$ . $\mathrm{p}^{\frac{\psi}{\mathrm{K}(\emptyset)}]}$
$(\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{K}}\mathrm{t}0)=\underline{(\mathrm{m})\mathrm{N}10)}$ , $\underline{(\mathrm{m})\mathrm{N}\kappa^{()}1}$ $=\underline{(\mathrm{m})\mathrm{N}^{\mathrm{t}1})}$ ,
(m)




$\mathrm{V}=\mathit{1}\mathrm{f}|<\mathrm{f},$ $\mathrm{K}[\mathrm{X}]\rangle\in \mathrm{V}$ for some $\mathrm{X}\subseteq$ $\langle \mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{K}}(\mathrm{k})\}0$
$\Leftrightarrow\forall\emptyset\forall\emptyset(\max(\deg(\emptyset), \deg(\emptyset))=\mathrm{k}\Rightarrow\langle_{\mathrm{g}}$,
$\underline{\mathrm{V}=\mathrm{U}},$ $\mathrm{K}\{\psi\supset\emptyset$ ) $\supset(\mathrm{K}1\psi)\supset \mathrm{K}\{\emptyset\})$
$.\backslash$.
$(\#)$ NI,N2 L







PROBLEM : ( $\mathrm{m}\rangle \mathrm{w}(\mathrm{k})$ $\mathrm{L}$
O PROBLEM $\mathrm{L}$




$\text{ }[2]$ $\mathrm{P}$ ’ ’ $\text{ }$




$(\underline{\mathrm{N}1})$ : $\mathrm{P}$ $\vdash$ A $\equiv*\langle \mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{A}}$
(V): $\mathrm{P}$ $\vdash$ $*(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k})$
(N–3): $\mathrm{P}$ $\vdash$ A $\Leftrightarrow$ (m) WA $=$ $(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(}\mathrm{k})$
[1] M. $\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}:\mathrm{A}$ Study of $\mathrm{K}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{k}\mathrm{e}-_{\mathrm{t}}\mathrm{y}\mathrm{P}\mathrm{e}$ Models for some Modal Logics by Gentzen’ $\mathrm{s}$ Se-
quential Method, Publications Research Institute for Mathematical Science,
Kyouto University , 1977
[2] R. Goldbratt: Logics of Time and Computation, Center for Study of Languages and
Informat $\mathrm{i}$on, 1992
[3] , – : , Bqr, 1%
$5[41$ , – : ,
BO, lﬄ
$\mathrm{A}_{\mathrm{P}\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}}}\mathrm{i}\mathrm{x}$ : $[\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{l}]$ ($\underline{\{\mathrm{N}1\}\ }$N2) $)$ \Leftrightarrow (#)
$\langle$ {Nll& $(\mathrm{N}2))\Rightarrow \mathrm{t}\mathrm{H}\mathrm{l}$ part:
$\langle$–Nl): A\in (m) $l$ (k) $\mathrm{L}\vdash$ A $\equiv*(\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{A}}$
$(\underline{\mathrm{N}\Sigma}):\mathrm{L}$ $\vdash$ $*(\mathrm{m})\mathrm{N}(\mathrm{k})$
$\perp \mathrm{g}\perp$ A\in (m) $L/$ (k)
(Proof) if Part: (m) $\mathrm{N}_{\mathrm{A}\cdot\llcorner}=\mathrm{N}(\mathrm{m})\mathrm{L}\mathrm{t}\mathrm{k})$ (m) $\mathrm{w}_{\mathrm{L}}(\mathrm{k})\subseteq(\mathrm{m})$ $\mathrm{W}_{\mathrm{A}}$ .
(1)
only if part: (m) $\mathrm{N}_{\mathrm{A}\cdot \mathrm{L}}\neq(\mathrm{m})\mathrm{W}\mathrm{L}(\mathrm{k})$ (m) $\mathrm{W}_{\mathrm{L}}(\mathrm{k})\subseteq(\mathrm{m})$ WA
$\exists \mathrm{f}_{0}\in \mathrm{w}_{\mathrm{L}}(\mathrm{m})(\mathrm{k})\mathrm{s}$.t. $\mathrm{f}_{0}\not\in(\mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{A}}$ . (m) $\mathrm{W}_{\mathrm{A}}\subseteq(\mathrm{m})\mathrm{W}^{(\mathrm{k})}-\{\mathrm{f}_{0}\}$ . $\mathrm{L}$ $\vdash\cdot \mathrm{A}$
$\langle$ $\mathrm{N}1)$ $\mathrm{L}\vdash$ $*\mathrm{t}^{(\mathrm{m})(\mathrm{k})}\mathrm{W}-\mathrm{f}\mathrm{f}0$ }). (m) $\mathrm{W}*\mathrm{f}0=\{\mathrm{f}_{0}\}$ ( $(\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f})$ [ ] ( ))
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$\mathrm{L}$ $*\mathrm{f}_{0}$ . f $0\not\in\langle \mathrm{m})\mathrm{W}$
$\mathrm{L}^{(\mathrm{k})}$ .
part:
(N1): \preceq J A A $\supset*(\mathrm{m})$ WA $*(\mathrm{m})$ WA $\supset$ A
$(\mathrm{m})\mathrm{W}\mathrm{t}\mathrm{A}\supset \mathrm{r}(\mathrm{m})\mathrm{W}\mathrm{A})=(^{(\mathrm{m})}\mathrm{W}(\mathrm{k})-\langle \mathrm{m})\mathrm{w}\mathrm{A})\cup(\mathrm{m})ffl\mathrm{s}(\mathrm{m})$ WA




$(\mathrm{m})\mathrm{w}$ (A $\supset*(\mathrm{m})\mathrm{w}_{\mathrm{A}}$) $\cdot \mathrm{L}=\mathrm{W}(\mathrm{m})\mathrm{L}(\mathrm{k})$
$[\#]$ $\mathrm{L}\vdash$ A $\supset*(\mathrm{m})$ WA . $\mathrm{L}\vdash \mathrm{r}(.\mathrm{m})$ WA $\supset$ A .
(N2): $[\#]$ A $\mathrm{r}(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k})$
(m) $\mathrm{w}_{\langle}*(\mathrm{m})(\mathrm{k}\text{ })\cdot \mathrm{L}=\mathrm{W}\mathrm{w}((\mathrm{m}\text{ }*(\mathrm{m})\mathrm{W}(\mathrm{k}))\cap\langle \mathrm{m})\mathrm{W}_{\mathrm{L}^{(}}\mathrm{k})$
$=\mathrm{W}^{(}(\mathrm{m})\mathrm{k})\cap(\mathrm{m})\mathrm{w}_{\mathrm{L}^{(}}\mathrm{k})$
$(\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f})$ [ ] $(\cross.\cdot)$
$=\mathrm{W}_{\mathrm{L}}(\mathrm{m})(\mathrm{k})$
$[\#]$ $\mathrm{L}\vdash$ $*(\mathrm{m})\mathrm{W}\mathrm{t}\mathrm{k})$
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